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Die Mathematik des Kristallwachstums

Spielerisch modellieren wie Kristalle zusammenwachsen

Wie kommt es, dass in Kristallen geordnete Strukturen entstehen? Wie
verandern sich diese Strukturen mit der Zeit?

Diese faszinierenden Prozesse kannst Du in diesem Forschungsauftrag mithilfe von Spielsteinen auf einem
Spielbrett erkunden.

In Kiirze

Zeitrahmen: 45 - 60 min.

e/l Zielgruppe: Besonders empfohlen fiir die Unter- und Mittelstufe.

cbﬁ Benétigte Materialien:

- Bastelkarton
- Bastelschere
-5-6 Blcher
- Optional: runde Spielsteine mit verschiedenfarbigen Seiten

Autoren

Autoren dieses Forschungsauftrags sind Fabian Weidt, Stefan Hartmann und Prof. Dr. Tim Laux vom
Hausdorff Center for Mathematics (HCM) der Universitdat Bonn. Wenn Du mehr Gber die Forschung in der
Mathematik erfahren mochtest, kannst Du tber diesen Link die Internetseite des HCM besuchen:
https://www.hcm.uni-bonn.de/.

Hinweis

Wir weisen darauf hin, dass die Durchfiihrung der Forschungsauftrage einschlielich der damit
verbundenen Risiken in eigener Verantwortung erfolgt. Die Universitdt Bonn ibernimmt keine Haftung fir
eventuell im Rahmen der Durchfiihrung entstehende Schaden. Minderjahrige sollten die Experimente nur
nach Ricksprache mit volljahrigen Personen durchfiihren.
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Einleitung

Kristalle gehdren zu den faszinierendsten natirlichen Strukturen unserer Erde. Ihr Wachstum erfolgt nicht
nach Belieben, sondern folgt klaren mathematischen und physikalischen GesetzmaRigkeiten. Bei diesem
Forschungsauftrag handelt es sich um ein kompetitives Spiel fiir zwei Personen. Auf einem Spielbrett
werden Spielsteine, die die Atome und deren Bindungsenergien symbolisieren, ausgelegt, sodass eine
energetisch optimale Konstellation, das Kristallgitter, entsteht. Weitere wissenschaftliche Informationen
findet Ihr weiter unten im Abschnitt "Mathematisch-physikalischer Hintergrund des Spiels”.

Los geht’s
Vorbereitung:

Ihr bendtigt 5-6 Biicher, die zu einem unregelmaRigen Vieleck zusammengelegt werden (Abb. 1). Dies
bildet euer Spielbrett, welches im Verlauf des Spiels mit Spielsteinen gefillt wird. Fir die Vorbereitung der
Spielsteine druckt lhr die beiliegende Abbildung , Spielstein-Schablone” (Abb. 2) zweimal aus und klebt sie
auf moglichst dicken Bastelkarton. Dann schneidet lhr die kreisformigen Spielsteine aus der Schablone aus.
Nun werden die ausgeschnittenen Spielsteine markiert. lhr kénnt eine Seite rot und die Andere blau
anmalen oder auch einfach beispielsweise die Zahlen 0 und 1 groR auf die verschiedenen Seiten schreiben.
Alternativ kdnnen auch zweifarbige, kreisférmige Spielsteine im Internet bei verschiedenen Herstellern
bestellt werden.

Spielflache
Abbildung 1: Spielvorbereitung.
Die Biicher kénnen beliebig angeordnet
werden, Hauptsache sie begrenzen eine nicht
allzu grof3e Spielfldche.
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Abbildung 2: Spielstein-Schablone zum Ausschneiden.
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Durchfiihrung:

Phase 0. Zu Beginn des Spiels sucht sich jede*r Spieler*in eine Seite der Spielsteine (rot/blau oder 0/1 etc...)
aus, dreht die Steine auf die entsprechende Seite und legt den Rand des Spielbretts, der ihm*ihr am
nachsten ist, mit Spielsteinen aus (Abb. 3). Die Anzahl der Spielsteine sollte auf beiden Seiten identisch
sein.

o,

)

Spielflache

.

Abbildung 3: Phase 0.
Es sollten identisch viele Steine von beiden
Spieler*innen an die Rénder gelegt werden.

Phase 1. Ist der Rand ausgelegt, beginnt Ihr abwechselnd Spielsteine an euren Bereich so anzulegen, dass
sie den minimalen Abstand zueinander haben und méglichst viele direkte Nachbarn (d.h. Steine berihren
sich) besitzen. So wachst euer Bereich in die Mitte des Spielbretts hinein. Ihr legt so lange abwechselnd
Steine, bis lhr so nah an den Bereich Eurer Mitspielerin bzw. Eures Mitspielers kommt, dass keine Steine
mehr auf das Spielbrett passen. Nun sollte etwa in der Mitte es Spielfeldes eine Grenze mit einer kleinen
Licke zwischen den zwei Steingruppen (Abb. 4) entstehen.

Abbildung 4: Mégliches Ende von Phase 1.
In der Mitte ist eine Grenze zwischen den
Steingruppen entstanden.
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Phase 2. Nun schaut Ihr Euch abwechselnd die Steine an der Grenze genauer an. Wahlt dazu einen Stein an
der Grenze auf der Seite eures Mitspielers*eurer Mitspielerin aus. Zdhlt die direkten Nachbarn, die dieser
Stein besitzt. Nun schaut ihr Euch Eure Seite an: Konnt ihr auf eurer Seite eine Position finden, an der der
Stein mehr direkt angrenzende Nachbarn hatte, dirft Ihr den ausgewahlten Stein umdrehen und an dieser

Position auf Eurer Seite anlegen (Abb. 5).

Abbildung 5: Phase 2a.

Spieler*in Blau wdhlt Stein A auf der
Gegenseite aus. Er/Sie zdhlt zwei direkte
Nachbarn. Auf der blauen Seite kénnte der
Stein drei Nachbarn erhalten. Der Stein darf
somit umgedreht und bei Blau angelegt
werden.

Konnt thr auf eurer Seite eine Position finden, an der der ausgewahlte Stein gleich viele direkte Nachbarn
hatte (Abb. 6) nehmt Ihr einen ungenutzten Spielstein und fihrt mit ihm einen Miinzwurf durch. Zeigt der
»Miinzstein” Eure Seite an, diirft hr den vorher ausgewahlten Stein ebenfalls umdrehen und bei euch an

der passenden Position anlegen.

Abbildung 6: Phase 2b.

Spieler Blau erkennt auf der roten Seite Stein
A mit 3 Nachbarn. Auf Seite Blau kénnte er
ebenso 3 Nachbarn besitzen. Es kann somit
ein Miinzwurf liber die kiinftige Position des
Steins durchgefiihrt werden.

In Phase 2 werden 20 Runden gespielt. In einer Runde ist jede*r einmal an der Reihe. Wer nach 20 Runden
einen gréReren Bereich, also mehr Steine besitzt als der*die Mitspieler*in, hat gewonnen.
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Hinweise zum Spielablauf:

- Berlhrt ein Spielstein den Rand des Spielfeldes, zdhlt der Rand ebenfalls als ein Nachbar.

- Esdirfen keine Steine Ubereinandergestapelt werden.

- Auch an der Grenze zwischen beiden Steingruppen muss ein Stein, der die Seite wechselt, immer in
die Liicke passen, ansonsten darf er nicht angelegt werden.

- Esdirfen nach Lust und Laune auch mehr als 20 Runden gespielt werden. Wichtig ist aber, dass es
ein vorher festgelegtes Limit an Runden gibt, da es kaum moglich ist, dass das Spiel auf natirliche
Weise endet.

Mathematisch-physikalischer Hintergrund des Spiels

Kristalle sind feste Korper, die aus vielen einzelnen Bausteinen, den Atomen bestehen. Diese ordnen sich
nach festen, mathematischen Regeln zu einem dreidimensionalen Kristallgitter an. Das Kristallgitter
modellieren wir in diesem Spiel zweidimensional mit den Spielsteinen auf dem Spielbrett. Jedes Atom sitzt
in der Mitte eines Spielsteins. Zwischen zwei oder mehreren Atomen existiert eine Bindungsenergie, die
abhangig von der Entfernung der Atome zueinander ist. Bei einer bestimmten Entfernung der Atome ist
diese Energie minimal. Da Atome dazu bestrebt sind, sich moglichst energieminimal zueinander
anzuordnen, nehmen die Atome diese ,, optimale Entfernung” zueinander an (rmin in Abb. 7). Im Spiel
entspricht Diese dem Durchmesser eines Steins, sodass bei direktem Kontakt zweier Steine die ,optimale
Entfernung” erreicht wird. Im zweidimensionalen Raum kénnen maximal drei Atome im minimalen Abstand
zueinander angeordnet werden (Abb. 7).

Kristalle konnen ausgehend von verschiedenen , Kristallisationskeimen” wachsen und sich zu groReren,
zusammengesetzten Polykristallen zusammenschlieBen. Wir modellieren zwei Wachstumsbereiche mit den
beiden verschieden Farben der Steine. Wir legen zu Beginn des Spiels die Rander mit Steinen aus. Dies
simuliert, dass bereits zwei Kristallbereiche vorliegen, die nun wahrend des Spiels noch weiterwachsen. Im
Spielverlauf kommt es dann zu dem Punkt an dem die zwei Farben sich in die Quere kommen und kein
weiterer Stein mehr angelegt werden kann. Nun kénnen Steine im Spiel die Farbe wechseln, wie auch
Atome in einem Polykristall den Bereich wechseln kénnen.

~_—— Spielstein Abbildung 7: Energieoptimale Anordnung
@® Atom dreier Atome.
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Wie schon beim Wachstum sind die Atome dazu bestrebt, den energiegiinstigsten Zustand zu erreichen.
Kann ein Atom zu mehr Atomen im angrenzenden Bereich den energieoptimalen Abstand rminannehmen
als an seiner bisherigen Position, wechselt es die Position. Ist die Anzahl der direkten Nachbarn gleich, so
entscheidet im Spiel der Mlnzwurf Gber den Verbleib des Steines. Auch in einem Kristall ist dieser Prozess
zufallsbasiert und findet nur bei hohen Temperaturen statt. Durch diese Prozesse ist es moglich, dass ein
Bereich auf Kosten des anderen Bereiches wachst, sich aber insgesamt ein energiegilinstigerer Zustand des
Gesamtsystems einstellt. Somit sind am Spielende auch eigentlich beide Parteien gemeinsam siegreich und
nicht nur die Partei mit mehr Spielsteinen.

Das Lennard-Jones-Potenzial:

Das Lennard-Jones-Potenzial ist ein mathematisches Modell, das die Wechselwirkungen zwischen Atomen
oder Molekiilen in einer Substanz beschreibt. Es wird (iblicherweise zur Beschreibung der
Wechselwirkungen zwischen den Atomen oder Molekilen in einem Kristall verwendet. Im Zusammenhang
mit dem Kristallwachstum spielt das Lennard-Jones-Potenzial eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der
Stabilitat und Struktur des Kristalls.

Wenn Atome oder Molekiile zusammenkommen, um einen Kristall zu bilden, andert sich die potenzielle
Lennard-Jones-Energie zwischen ihnen. Die Abhdngigkeit der potenziellen Energie U vom Abstand R zweier
Teilchen kann durch

U(R) = 4¢ ((o/R)** - (0/R)°)

beschrieben werden. Die Parameter o und € sind dabei experimentell zu bestimmende Materialparameter.
Das Potential nimmt bei einem Gleichgewichtsabstand rmi, ein globales Minimum an (siehe Abb. 8). Die
potenzielle Energie ist somit am geringsten, wenn sich die Teilchen (Atome oder Molekdle) in ihrer
Gleichgewichtsposition im Kristallgitter befinden, und sie nimmt zu, wenn sich die Teilchen weiter
voneinander entfernen. Das bedeutet, dass die Atome oder Molekiile dazu neigen, in Positionen zu bleiben,
in denen die potenzielle Lennard-Jones-Energie am geringsten ist, was zur Stabilitat des Kristalls beitragt.
Atome ordnen sich demnach mit diesem Abstand rmin = 1.120 in einem Kristallgitter an [1].

Energie
2 L
1 L
1 1 1 1 | | | L Distanz
0.5 .0 : 20 25 30 35 40
Abbildung 8: Abhdngigkeit der Energie U von
1l der Distanz R zweier Teilchen zueinander.
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Im Forschungsauftrag des HCM wird der Gleichgewichtsabstand rmin mit dem Durchmesser eines Spielsteins
modelliert. Die Mitte des Spielsteins symbolisiert ein einzelnes Atom. Ordnet man die Spielsteine in ihrer
dichtesten Packung an, so simuliert dies zweidimensional somit die Atome eines Kristallgitters, die sich im
Abstand rmin zueinander anordnen. Man erkennt, dass sich im zweidimensionalen euklidischen Raum
maximal drei Atome mit paarweise minimalem Abstand zueinander anordnen kénnen. Es gilt:

Ulx y, 2)=e(lx=yl)+e(ly-z|) +e(lz=x])

Wachsen nun, ausgehend von mehreren Kristallisationskeimen, die einzelnen Wachstumsbereiche mit
homogener kristallographischer Ausrichtung zu einem Polykristall zusammen, kénnen an den Grenzflachen
komplexe Phaseniibergénge stattfinden. Die Untersuchung der Verschiebung dieser Grenzflachen ist
Gegenstand aktueller mathematischer Forschung. Oft werden diese komplexen Systeme durch einfachere
makroskopische Modelle beschrieben. Interessante Fragestellungen sind die Entwicklung und Analyse
effizienter Algorithmen, um das Verhalten numerisch zu simulieren [2] und der Vergleich zwischen
verschiedenen makroskopischen Modellen, die die Anisotropie des mikroskopischen Kristallgitters
bericksichtigen [3].

Vereinfacht werden die Phaseniibergdange im HCM-Projekt durch zwei verschiedene Prozesse dargestellt.
Kann ein Spielstein in einem anderen Bereich mehr direkte Nachbarn erhalten als in der bisherigen Phase,
so wechselt er in den angrenzenden Bereich. Physikalisch gesehen bieten mehr direkte Nachbarn aufgrund
des geringeren Lennard-Jones-Potenzials eine energetisch glinstigere Konstellation. Kann kein ,glinstigerer
Ankniipfungspunkt” gefunden werden, wird nach ,gleichstarken” Positionen, also Positionen mit gleich
vielen Nachbarn gesucht. Da physikalisch in diesem Falle stochastische Prozesse eine Rolle spielen, wird mit
einem Spielstein ein Miinzwurf durchgefiihrt, dessen Ausgang lber den Verbleib des vakanten Steines
entscheidet.

Es fallt auf, dass das Spiel in zwei Spielphasen unterteilt ist. Die erste Phase ist die ,Wachstumsphase”, in
der die Spielsteine, abwechselnd von verschiedenen Seiten und mit verschiedenen Farben auf das
Spielbrett gelegt werden. Die zweite Phase ist die ,Ubergangsphase”, in der die Spielsteine die Bereiche
wechseln kdnnen. Diese dauert fir gewohnlich langer als die erste Spielphase. Dies stimmt mit dem
physikalischen Hintergrund tiberein, da die Phase des Kristallwachstums auch mit einer héheren
Geschwindigkeit ablauft als die des Phasenwechsels.
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Wie geht es weiter?

Angebote fiir Schulklassen und Kurse:

Im Anschluss an diesen Forschungsauftrag laden wir besonders interessierte Schulklassen und Kurse dazu
ein, noch tiefer in die Materie einzusteigen. Wir freuen uns Uber eingereichte Erfahrungsberichte und
Feedback zu diesem Forschungsauftrag. Daflir haben wir eine Kurzanleitung und weiterfiihrende
Informationen fur Interessierte unter https://www.faszination.uni-bonn.de/schule ver6ffentlicht.

Nach Moglichkeit und Kapazitat vermittelt das Argelander-Institut flir Astronomie gemeinsam mit diversen
Partner*innen individuelle Angebote (z.B. Meet a Scientist) fiir einzelne Einreichungen, um die Faszination
unseres Universums live zu erleben. Diese Follow-Up-Aktionen finden ab 2024 beispielsweise vor Ort an der
Schule oder im Umfeld der Universitdt Bonn statt.
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Impressum

»Die Mathematik des Kristallwachstums” — ein Forschungsauftrag fiir Schiler*innen. Veroffentlichung der
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